ВВЕДЕНИЕ
Уважаемые студенты - заочники! В этой книжке Вы найдете контрольные задания и методические указания для их выполнения и для подготовки к экзамену по высшей математике.

Для изучения материала Вам рекомендуется следующая литература:
[1]. В.С. Шипачев, Высшая математика, М.: Высшая школа, 1985.

[2]. Н.С. Пискунов, Дифференциальное и интегральное исчисление, Т. 1, 2, М.: Наука, 1978.

[3]. Я.С. Бугров, С.М. Никольский, Дифференциальное и интегральное исчисление, М.: Наука, 1980.

[4]. В.А. Колемаев, О.В. Староверов, В.Б. Турундаевский, Теория вероятностей и математическая статистика, М.: Высшая школа, 1991.

[5]. В.Е. Гмурман, Теория вероятностей и математическая статистика, М.: Высшая школа, 1977.

[6]. Г.Н. Берман, Сборник задач по курсу математического анализа, М.: Наука, 1985.

На втором курсе студенты эколого-мелиоративного, механического факультетов, факультета ГТС должны выполнить две контрольные работы №4 и №5, а студенты экономического факультета - №3 и №4.

Номера задач, которые следует решать, определяются следующим образом: последняя цифра номера задачи должна совпадать с последней цифрой номера зачетной книжки.

Перед выполнением контрольной работы рекомендуется ознакомиться с методическими указаниями и проработать основные вопросы по заданной теме.

Контрольная работа № 3. Задания для этой контрольной работы Вы найдете в части I Методических указаний.

Контрольная работа № 4. Задачи 901 - 910 (Ряды), 1001 - 1010, 1021 - 1030 (Функции нескольких переменных), 1101 - 1110 (Кратные интегралы).

Контрольная работа № 5. Задачи 1201 - 1250 (Элементы теории вероятностей и математической статистики).

Тема 9. Ряды

Литература. [2], т.2, гл. XVI.

Основные вопросы.

1. Что называется числовым рядом? (§1).

2. Какой ряд называют сходящимся? (§1).

3. Что называют суммой ряда? (§1).

4. Геометрическая прогрессия. (§1).

5. Гармонический ряд. Обобщенный гармонический ряд  
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6. Необходимый признак сходимости ряда (§2).

7. Теоремы сравнения рядов с положительными членами (§3).

8. Признак Даламбера (§4).

9. Признак Коши (§5).

10. Знакочередующиеся ряды. Теорема Лейбница (§7).

11. Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость (§8).

12. Степенные ряды. Интервал сходимости (§13).

13. Ряды по степеням  х – 
[image: image3.wmf]a

 (§15).

14. Ряды Тейлора и Маклорена (§16).

15. Примеры разложения функций в степенные ряды (§17; §19; §20).

I) При исследовании рядов с положительными членами на сходимость рекомендуется проделать следующие шаги:

1) Если есть такая возможность, то нужно упростить ряд. Для этого следует:

а)   каждую сумму заменить на главное слагаемое, т.е. 
[image: image4.wmf];
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б)  воспользоваться таблицей эквивалентных функций, при  
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  справедливы следующие соотношения : 
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в)  упростить с помощью неравенств. При этом, например, можно воспользоваться неравенствами 
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 где константа 
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 и т.д.

г)  мультипликативную константу можно заменить на единицу, т.е. от ряда  
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 можно перейти к ряду 
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2)  Пусть от ряда 
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 после упрощения удалось перейти к ряду 
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, тогда по        теореме сравнения получаем, что если существует конечный предел  
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 , то с точки зрения сходимости эти ряды устроены одинаково и теперь можно исследовать на сходимость более простой ряд 
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3)  Далее следует воспользоваться одним из достаточных признаков сходимости:

а)  проверить является ли ряд 
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рядом вида 
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  для некоторой константы 
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. Гармонический ряд 
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сходится, а при 
[image: image30.wmf]1

£

a

 расходится;

б)  для исследования ряда на сходимость следует выбирать признак Даламбера, если в общий член ряда с положительными членами 
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входит,  либо выражение 
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любая допустимая константа,  либо факториал 
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, причём эти вхождения существенные, т.е. от них нельзя избавиться.  Тогда,  если существует конечный предел 
[image: image35.wmf]l

=

+

¥

®

n

n

n

a

a

1

lim

, то при 
[image: image36.wmf]1

<

l

 ряд 
[image: image37.wmf]å

¥

=

1

n

n

a

сходится, при 
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расходится, при
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признак Даламбера не даёт ответа на вопрос о том сходится или расходится  ряд 
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в) для исследования ряда на сходимость следует выбрать признак Коши, если общий член ряда с положительными членами 
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имеет вид 
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- выражение зависящее от 
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Тогда, если существует конечный предел 
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сходится, при 
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расходится, при
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признак Коши не даёт ответа на вопрос о том сходится или расходится  ряд 
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4)  Если, после применения достаточных признаков сходимости, не удалось сделать вывод о том сходится или расходится исследуемый ряд, то следует проверить необходимое условие сходимости. 

II)  Ряды с произвольными членами исследуются только на абсолютную сходимость. При этом от исходного ряда 
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переходят к ряду из модулей 
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,  который исследуют на сходимость как ряд с положительными членами, если при этом будет установлено, что ряд из модулей сходится,  то и исходный ряд 
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будет сходиться, и в этом случае исходный ряд называется абсолютно сходящимся, а это означает, что с таким рядом можно совершать арифметические операции как с обычными числами.  

III)  Знакочередующиеся ряды, то есть ряды вида 
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 исследуются на сходимость по признаку Лейбница:  а) если члены знакочередующиеся ряда монотонно убывают, т.е. для всех 
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 выполняется неравенство 
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б) если общий член ряда стремится к нулю, т. е. 
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, то говорят, что ряд 
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 сходится по признаку Лейбница

IV) Степенные ряды это ряды вида 
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или вида 
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. Для рядов вида 
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 существует такое неотрицательное число 
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, что для всех 
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 исходный степенной ряд абсолютно сходится; а для всех 
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, таких, что 
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 исходный степенной ряд расходится; а для всех 
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 нужны дополнительные исследования.

Это число 
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 называется радиусом сходимости степенного ряда. 

Радиус сходимости степенного ряда находится по формуле Даламбера:
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 называется интервалом сходимости степенного ряда
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, а после исследования степенного ряда на сходимость в концевых токах интервала сходимости можно написать область сходимости степенного ряда, т.е. указать все значения 
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, при которых ряд 
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 сходится.

Пример 1. Исследовать ряд 
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 на сходимость.

Решение. Для данного ряда общий член имеет вид 
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 и общий член ряда содержит операции сложения, значит этот ряд можно упростить, отбросив несущественные слагаемые: в числителе это 
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, а в знаменателе это 1000.

 В результате этих преобразований перейдем к ряду с общим членом 
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Воспользуемся теоремой сравнения и получим, что 
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, следовательно, с точки зрения сходимости эти ряды устроены одинаково и далее исследуем на сходимость более простой ряд 
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. Это гармонический ряд, где 
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, такой ряд расходится, тогда по теореме сравнения и исходный ряд расходится. 

Пример 2. Исследовать ряд 
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Решение. Для данного ряда общий член имеет вид 
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 и общий член ряда содержит факториал, значит,  для исследования этого ряда на сходимость можно воспользоваться признаком Даламбера. Для этого последовательно получаем:

а)  
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[image: image88.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

3

2

1

1

!

1

2

)!

3

2

(

1

1

+

+

×

+

=

+

×

+

+

=

+

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

a

a

;

г)  
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Поскольку полученное значение предела оказалось меньше единицы, т. е. 0<1, то по признаку Даламбера исследуемый ряд сходится.

Пример  3.  Исследовать ряд 
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 на сходимость.

Решение. Общий член этого ряда имеет вид, 
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 т.е. имеет вид 
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, значит,  для исследования этого ряда на сходимость можно воспользоваться признаком Коши. Для этого последовательно получаем: 

а) 
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в) 
[image: image95.wmf],

7

3

5

7

2

3

lim

lim

=

=

+

-

¥

®

¥

®

n

n

n

n

n

n

a

 Поскольку полученное значение предела оказалось меньше единицы, 
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, то по признаку Коши исследуемый ряд сходится.

Пример 4. Найти область сходимости степенного ряда 
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Решение. Исходный степенной ряд не является рядом вида 
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, для которых выше был описан метод исследования степенных рядов на сходимость. Для того чтобы к исходному ряду применить метод исследования на сходимость выполним замену 
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 и перейдем к исследованию на сходимость степенного ряда  
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 . Для рядов такого вида существует такое неотрицательное число
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, что для всех 
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 этот степенной ряд абсолютно сходится, а для всех 
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 этот степенной ряд расходится, и для всех 
[image: image106.wmf]t

, таких, что 
[image: image107.wmf]R

t

=

 нужны дополнительные исследования.

Такое число 
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 называется радиусом сходимости этого степенного ряда. 

Радиус сходимости этого степенного ряда находим по формуле Даламбера:
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Значит при всех 
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 этот степенной ряд абсолютно сходится, а для всех 
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 этот степенной ряд расходится, и для всех 
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 нужны дополнительные исследования. Интервал сходимости этого ряда имеет вид,  
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 Тогда для исходного ряда получаем: что при всех 
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 исходный степенной ряд сходится, а для всех
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исходный степенной ряд расходится, и для всех 
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, таких, что 
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 нужны дополнительные исследования. Интервал сходимости исходного ряда имеет вид 
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, или  
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 Исследуем исходный ряд на сходимость в концевых точках интервала сходимости. Пусть 
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, тогда получаем ряд  
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  Это ряд с положительными членами Пусть 
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,тогда получаем знакочередующийся ряд, 
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 Сначала исследуют на сходимость ряд с положительными членами 
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 Упростим этот ряд. Для этого ряда общий член имеет вид 
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 и общий член ряда содержит операцию сложения, значит, этот ряд можно упростить, отбросив несущественные слагаемые: в знаменателе это 3, и затем можно заменить мультипликативную константу 
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 на единицу, тогда получим ряд 
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 Применим теорему сравнения ряда  
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 и найдём при 
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 предел отношения 
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, значит по теореме сравнения с точки зрения сходимости эти ряды устроены одинаково.  Ряд 
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 это гармонический ряд, где 
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, такой ряд расходится, но тогда по теореме сравнения ряд 
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 расходится. Следовательно, в точке 
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  исходный степенной ряд расходится. Исследуем теперь на сходимость ряд, 
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, который получается из исходного степенного ряда при 
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.  В силу проведённого исследования этот ряд  не имеет абсолютной сходимости т.к. для него ряд из модулей 
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 расходится. Исследуем этот ряд 
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 на условную сходимость. Применим к этому ряду признак Лейбница: а) это знакочередующийся ряд; б) члены этого ряда монотонно убывают, т.к. при любом  
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 выполняется неравенство 
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; в) предел общего члена этого ряда равен нулю 
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. Все условия признака Лейбница выполнены, следовательно, ряд 
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по признаку Лейбница сходится, а поскольку абсолютной сходимости нет, значит, ряд 
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 условно сходится. Таким образом, область сходимости исходного степенного ряда имеет вид  
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, причём в точке 
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 исходный степенной ряд 
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 условно сходится.

Ответ: область сходимости имеет вид  
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Задачи для контрольных работ.
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